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L'UFFICIO DELLE DEFINIZIONI, DEGLI ASSIOMI E DEI POSTULATI 
NELLA COSTRUZIONE DELLE TEORIE MATEMATICHE 


1. È impossibile tutto dimostrare. Dice Aristotele: “ ogni teoria ed 
ogni conoscenza intellettiva dipende da cognizioni precedenti , (rasa 
Brtaona)ia, xai rdaoa paibeorg Travontixi, fx mpovrapyovine Yivesda: yvboews; Post. Anal. 
Libro I cap. 1°, $ 1). Da ciò egli deduce che non si può dimostrare 
tutto. Rifacciamo a modo nostro il ragionamento: 

La dimostrazione di una proposizione A consiste in una serie col- 
legata di ragionamenti semplici della forma: ammesso che..... (premessa 
od ipotesi), si deduce che..... (deduzione o tesi), in virtù di..... (principio 
giustificativo o perché). Da questa serie stacchiamo uno degli elementi: 
la premessa sarà una proposizione 8, il principio giustificativo, un’al- 
tra proposizione B'. Per dimostrare B o B' dovremo fare un ragiona- 
mento costituito allo stesso modo da una serie collegata di ragiona- 
menti semplici; prendiamone una qualunque; per la sua premessa C 
e per la deduzione C' si potrà ripetere quello che si è detto per B e B' 
e così via. Perchè risulti dimostrata la proposizione A, questo procedi- 
mento non dovrà continuarsi all’ infinito. Dovremo dunque arrivare ad 
una o più proposizioni prive di principio giustificativo (proposizioni 
primitive). 
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Sono proposizioni primitive le definizioni, gli assiomi ed i postu- 
lati. Negli scolastici si nota la tendenza-a considerare tutte le proposi- 
zioni primitive come definizioni. D'altra parte i moderni logici mate- 
matici e gli studiosi dei fondamenti della scienza nemmeno vogliono 
distinguere assiomi, definizioni e postulati, e chiamano tutte queste pro- 
posizioni assiomi. Noi dimostreremo che per lumeggiare la costruzione 
jntima di una teoria matematica bisogna prima di tutto capire l'ufficio 
diverso dei postulati, degli assiomi e delle definizioni. Per questo ba- 
sterà che ci atteniamo al significato di quelle proposizioni, quale cì è 
presentato dal pensiero matematico nella sua attualità, cioè nella sua 
storia. 

.2. Le definizioni. Definizione è una proposizione che determina il 
significato di un concetto in modo che questo non possa confondersi 
con nessun altro. L’ insieme di tutte le proprietà di un concetto A, e- 
spresse dalle proposizioni A, A' A”,... costituirebbe la completa deter- 
minazione di A, però alcune di queste proprietà sono comuni ad altri 
concetti, mentre altre sono proprietà caratteristiche, cioè competono al 
concetto A soltanto; una qualunque di queste ultime determina il con- 
cetto A in modo che esso non si può confondere con altri, quindi è 
una definizione di A. Nella costruzione di una teoria le definizioni dei 
‘concetti che si vanno elaborando non sono arbitrarie, ma non sono 
neanche imposte in modo assoluto. Una definizione che non determi- 
nasse il concetto cui si riferisce, cioè che pretendesse di dare il signi- 
ficato del concetto mediante una proprietà non caratteristica, sarebbe 
da scartarsi, perchè darebbe luogo ad ambiguità e confusione. Una volta’ 
note le proprietà, o un gruppo di proprietà caratteristiche, una qualun- 
que di queste potrà servire come definizione; le altre saranno postulati 
o teoremi. La scelta può farsi col criterio economico e pragmatistico, 
oppure tenendo presente la genesi psicologica e l’ evoluzione del con- 
cetto quale ci è presentata dalla storia. I 

Vi è una proprietà comune a tutti i concetti che vengono trattati 
in una teoria: l’esistenza nel campo della conoscenza (sperimentale, in- 
tellettuale o speculativa). Non si può dare alcuna teoria del circolo qua- 
drato, del poliedro regolare con facce esagone ecc. Difatti a questi 
gruppi di parole non corrisponde alcun concetto; i concetti assurdi e 
contraddittorii non eststono, in logica, come nelle altre scienze. L'’esi- 
stenza del concetto definito non sempre è implicita nella definizione: 
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chiameremo genetica la definizione, che oltre a determinare il signifi- 
cato del concetto, ne dimostra l'esistenza. Es: “ In un piano un seg- 
mento che rota intorno ad un estremo sino a ritornare nella posizione. 
primitiva descrive una parte del piano, che si chiama cerchio; la linea 
descritta dall’ estremo mobile si chiama circonferenza ,. Questa è la de- 
finizione genetica del cerchio e della circonferenza, che ne dimostra la 
esistenza nel campo della conoscenza matematica. La definizione nella 


A 


quale non è implicita l’ esistenza del definito la diremo formale. Esem- 
pio: Parallelogramma è un quadrilatero che ha i lati opposti paralleli. 
Alla definizione formale déve seguire un esempio, oppure una costru- . 
zione effettiva del definito. Tale precauzione è necessaria perchè vi pos- 
sono essere pseudo-definizioni molto ben travestite da definizioni for- 
mali. Es: “ chiamasi poliedro mistico (od altra qualifica a scelta) un 
poliedro regolare avente per facce esagoni ,. La non esistenza di tale 
poliedro nel campo della conoscenza matematica, risulta solo dopo una 
dimostrazione. In una teoria ben costruita siffatte pseudo-definizioni non 
possono presentarsi. i 

3. I concetti primitivi. È impossibile tutto definìîre. Ciò risulta dal 
seguente ragionamento, dovuto nelle sue linee fondamentali a Pascal 
(Pensées; art. 2.°) La definizione di un concetto A è espressa da una 
proposizione in cui sono deì termini corrispondenti ad altri concetti 
B, C....; la definizione di B contiene altri termini, che sì riferiscono ad 
altri concetti B', C',....; la definizione di B_ ammette come noto il signi- 
ficato di altri concetti B” Cl”... e così via. Se. si volesse dunque definire 
tutto, si dovrebbe procedere all’ infinito, e mai risulterebbe definito il 
concetto A. Poichè questo procedimento dev’ essere limitato, la serie 
delle definizioni dovrà presentare nelle corrispondenti proposizioni un 
gruppo di concetti non definiti, i così defti concetti primitivi. | 

Anche dalla logica aristotelica e dallo sviluppo di questa fatto dalla 
scolastica, sì può trarre. un ragionamento analogo a quello di Pascal. 
La definizione completa per Aristotele è fatta per genere prossimo e 
per differenze specifiche (Topicorum Lib. I cap. 8.0: Ererdì 6 dpropòg èx 
yévovg xai Bapogàv tot.) Vuol dire che i summa genera cioè le categorie 
non sono definibili. Ora, se i concetti primitivi di una teoria matema- 
tica sì identificassero con le categorie della speculazione filosofica, si 
farebbe in certo modo dipendere la matematica da un sistema filoso- 
fico, perchè il sistema delle categorie varia con le diverse concezioni 
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filosofiche. Però pure ammettendo questa variabilità, vi sono concetti 
categorici comuni a tutti i sistemi: le categorie di quantità e di rela- 
zione. Alla prima si possono riferire i concetti di unità e pluralità (classe) 
di zero, alla seconda i concetti di corrispondenza, di movimento (non 
fisico, ma geometrico), del continuo (rappresentato dalla totalità dei 
punti di un segmento). Questi sono dunque i concetti primitivi che deb- 
bono comparire in una costruzione di una teoria matematica, che vo- 
glia anche presentarsi come inquadrata nell’ unità reale del pensiero. 

4. L’ufficio dei postulati. Determinato ciascun concetto di una teoria 
in modo che nessun altro concetto possa confondersi con esso, sono 
con ciò determinate solo logicamente tutte le altre proprietà ? Sembra 
che così debba essere in una teoria perfetta dal punto di vista logico. 
una volta determinato il concetto A, p. e. quello delle rette parallele, 
sembra che tutte le proprietà delle parallele debbano potersi /ogica- 
mente dedurre dalla definizione e dalle cose precedenti. Questa illusione 
fu così forte, cha da Nassir Eddin al padre Saccheri ed a Legendre vi 
sono stati innumerevoli tentativi per dimostrare il postulato di Euclide. 
Le ricerche moderne sui fondamenti della geometria hanno messo in 
chiaro l’ indipendenza del postulato di Euclide dagli altri postulati, cioè 
hanno dimostrato che il postulato di Euclide è un’ aggiunta necessaria 
per la costruzione della geometria euclidea. 

Diremo analitica una teoria costruita in modo che, premesse le de- 
finizioni ed i concetti primitivi, tutto lo sviluppo se ne possa dedurre 
logicamente ; sinfelica una teoria nella quale la delimitazione dei con- 
cetti fatta mediante le definizioni non è sufficiente per dedurre tutte le 
proprietà dei concetti stessi. Le teorie matematiche sono analitiche o 
sintetiche? La determinazione dell’ ufficio dei postulati ci condurrà alla 
conchiusione che le teorie matematiche sono sintetiche. | 

Postulato è uua proposizione che si aggiunge alla definizione per 
rendere possibile la costruzione della teoria. 

L’ esistenza di siffatte proposizioni è dimostrata dalla storia della 
scienza e dallo sviluppo delle teorie matematiche. Esempii: il postu- 
lato delle parallele, aggiunto alla definizione delle parallele ; i postulati 
del movimento aggiunti alla definizione della retta; il postulato della 
continuità, aggiunto alla definizione della misura ecc. Tutti i progressi 
presenti e futuri dello studio dei fondamenti della matematica non po- 
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tranno che mostrare sempre più chiaramente la necessità di queste ag- I 
giunte. 

9. L'ufficio degli assiomi. Alla categoria della quantità si riferiscono 
ì concetti più generali dell’ eguaglianza e della disuguaglianza. Ricor- 
diamo ora il concetto kantiano della categoria: un concetto puro, cioè 
indipendente da ogni esperienza, che però rende possibile la nostra e- 
sperienza. Esso, considerato nella sua generalità è vuoto di ogni con- 
tenuto concreto ; il contenuto è dato dall’ esperienza (sia nel senso ri- 
stretto, sia nel senso di esperienza matematica), dalla intuizione. Se però 
consideriamo l’esperienza nel suo farsi, cioe speculativamente, trovia- 
mo che nella stessa intuizione. è immanente il concetto puro. 

In generale sì nota nei matematici la tendenza a respingere come 
vuota metafisica ogni richiamo all’ idea di categoria kantiana. Ebbene 
è proprio nella costruzione delle teorie matematiche che si può trovare 
l'esempio che pone chiaramente in luce la funzione della categoria 
Consideriamo tutte le teorie, passate, presenti e future, degl’ irrazionali, 
Si tratta di esperienze in atto nel campo’ matematico. In tutto quello 
che si può fare in queste teorie è immanente il concetto puro, la ca- 
tegoria dell’ eguaglianza e disuguaglianza. La definizione, anzi le varie 
definizioni che si danno dell’ irrazionale, sembrano arbitrarie, ma non 
lo sono perchè qualunque sia il metodo che si segue si è obbligati a 
rispettare le leggi generali dell’ eguaglianza e della disuguaglianza, tanto 
vero che alla definizione, qualunque sia, segue la dimostrazione del 
fatto che quelle leggi generali si conservano per i nuovi numerì intro- 
dotti. Quei principii generali rendono possibile la nostra definizione e 
la nostra costruzione e dobbiamo seguirli, dobbiamo farci guidare da 
essi. Al principio l’ eguaglianza e la disuguaglianza sono concetti vuoti, 
il contenuto concreto lo costruiamo noi gradatamente, ma la costru- 
zione stessa è solo possibile per quei concetti puri. 

Si badi bene di non confondere i concetti puri, le categorie, con le 
idee innate. Ia definizione tradizionale degli assiomi come “ verità evi- 
denti per sè stesse , presenta le idee d’eguaglianza e disuguaglianza 
come idee innate. Noi daremo invece la definizione seguente, che pre- 
senta quelle stesse idee come concetti puri, come categorie : “ gli as- 
siomi della matematica sono i prineipii generali dell’equaglianza e della 
disuguaglianza, che rendono possibili le difinizioni dei concetti determi- 
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nati d’ eguaglianza e disuguaglianza, che si presentano nella costruzione 
delle singole teorie ,. 

Esempio: Euclide, assioma 1.° del libro 1.2: due cose eguali ad 
una terza sono eguali fra di loro: ta 19 avrò ica, xzi alANM2ag sortiv isa. Due 
cose, dunque, non due triangoli, non due segmenti, non due numeri 
irrazionali. La forma dell’assioma, così inteso, è tale che esso non si può 
immediatamente applicarsi alla dimostrazione dei teoremi. “ Due nu- 
meri irrazionali eguali ad un terzo sono eguali fra di loro ,; questa 
proposizione non è più un assioma, perchè il concetto puro dell’ egua- 
glianza ha già ricevuto il suo contenuto concreto, e la conchiusione è 
possibile solo perchè noi abbiamo costruito questo concetto in modo da 
poter dedurre la verità di quella proposizione. o 

Altro esempio : “ Il tutto è maggiore della parte , È un assioma. 
“ una parte di una figura prima finita non può essere equivalente al- 
l’intera , non è più un assioma, perchè il concetto puro di parte ha 
già trovato il suo contenuto“concreto. La teoria dovrà costruirsi allora 
in modo da rispettare il principio generale ; e se non riesce possibile 
includerlo implicitamente in definizioni, lo si aggiunge come postulato 
(il postulato di De Zolt). 

Gli assiomi non sono dimostrabili; di fatti essi, venendo prima 
delle definizioni si riferiscono a concetti indeterminati, non ancora de- 
finiti; appena il contenuto si concretizza riuscirà possibile la deduzione. 
Abbiamo poi visto che specializzandosi, l’assioma può diventare teo- 
rema o postulato. 

6. La conoscenza matematica è sintetica. Il procedimento'della scienza 
è dell’indistinto al distinto, dall’ indeterminato al determinato (Aristo- 
tele : Anal. Post. I e II nel loro complesso). La determinazione precisa 
del diverso ufficio degli assiomi, dei postulati e delle definizioni ci fa 
ora penetrare, e vedere da dentro, la costruzione di una teoria mate- 
matica. L’indistinto è dato dagli assiomi, con la definizione si ha una 
prima distinzione, i postulati e lo sviluppo reso possibile da tutti 
questi elementi, ci dà l’ ulteriore distinzione. Abbiamo inoltre dimo- 
strata la necessità degli assiomi e dei postulati, gli uni per preparare 
le definizioni, gli altri per completarle e rendere possibile lo sviluppo. 
Ricordando allora Ja distinzione fra costruzione analitica e costruzione 
sintetica ($ 4) conchiuderemo la nostra tesi fondamentale, che la co- 
noscenza matematica è sintetica. L’ esposizione critica che faremo dei 
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recenti studi sui fondamenti della geometria e dell’ Aritmetica riaffer- 
merà in modo definitivo questa tesi, che non è a confondersi con quella 
di Kaut, che tutti i giudizii matematici sono sintetici. L’ affermazione 
del carattere sintetico della costruzione matematica fu una felicissima 
intuizione di Kant, però nella “ critica della ragion pura , mancano 
gli elementi per una determinazione più precisa e quindi per una di- 
mostrazione ; nè grande aiuto si può avere dalle innumerevoli disqui- 
sizioni sul tanto tormentato esempio di 5 + 7 = 12. 

Ed ancora un’altra quistione è stata da noi implicitamente risoluta : 
quella dell’arbitrarietà delle definizioni e dei postulati. La scelta delle 
definizioni deve necessariamente farsi fra le proposizioni a, b c.— che 
rappresentano proprietà caratteristiqhe del concetto A. 

Inoltre, se si tratta di definire eguaglianze e disuguaglianze in con- 
creto noi siamo obbligati a seguire i principii generali, gli assiomi. Dun- 
que le definizioni non sono arbitrarie. In quanto ai postulati, è vero 
che p. e. invece di ammettere il postulato delle parallele nella forma 
data da Euclide, possiamo ammetterlo sotto altra forma, ma anche qui 
la nostra scelta è limitata ai diversi sistemi completi di proposizioni che 
rendono possibile la costruzione della teoria. Il criterio economico 0 
storico limitano anche di più la nostra libertà. Dunque i postulati non 
sono arbitrarii. 

Dice Cantor: “ Das Wesen der Mathematik liegt in ihrer Freiheit , 
E questo è vero in un certo senso, nel senso cioè della più perfetta in- 
dipendenza dello spirito che costruisce una ‘teoria da tutto ciò che è 
estrinseco ad essa; non vi sono che legami interiori. È dunque la li- 
bertà in senso speculativo, la libertà di Bruno e Spinoza, la libertà che 
è tutt'uno con la necessità. 


II 
I FONDAMENTI DELLA GEOMETRIA 


7. I sistemi completi di assiomi. Il più notevole progresso negli studi 
sui fondamenti della matematica è la costruzione dei così detti sistemi 
completi di assiomi. I dati della geometria o dell’ aritmetica sono de- 
finiti per astrazione mediante il gruppo delle proposizioni primitive 
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(dette impropriamente assiomi) necessarie e sufficienti per la costruzione 
della teoria. | 

Questo gruppo o sistema completo deve soddisfare a due proprietà : 
1.2 Je proposizioni primitive prescelte debbono essere compatibili fra di 
loro; 2. nessuna di quelle proposizioni deve potersi dedurre logica- 
mente dalle altre (indipendenza delle proposizioni primitive). 

Le ricerche scientifiche sul sistema dei principii della geometria 
furono iniziate da Pasch: “ Vorlesungen ùber neuere Geometrie , Leipzig 
1882 (Ch: anche Peano: “ Principi di geometria logicamente esposti , 
Torino 1889). Un contributo notevolissimo fu portato dal libro del Ve- 
ronese; “ Fondamenti di Geometria ., Padova 1891. In questo è pure 
un inizio di sistemazione della geometria degl’ iperspazii, i cui prin- 
cipii furono successivamente analizzati da Fano, Enriques, Pieri, Amodeo, 
Del Pezzo. Al Pieri si deve anche la trattazione più completa della geo- 
metria fatta con i simboli della logica matematica. 

Lo sviluppo dell’idea del sistema completo, nella sua forma oramai 
definitiva, è dovuto a Hilbert: “ Grundlagen da Geometrie , 2.2 ed. 1903. 
Quest'opera fondamentale contiene principalmente una ricerca accurata 
e profonda su l’ indipendenza delle proposizioni primitive. 

Prima di esporla sinteticamente credo opportuno far notare che 
la priorità dell’idea prima e del metodo della ricerca spetta ad Eugenio 
Beltrami, che in un suo classico lavoro (“ Saggio d’interpretazione della 
geometria non euclidea , Giornale di Battaglini 1868) diede la prima 
dimostrazione dell’indipendenza del postulato di Euclide da tutte le no- 
zioni che lo precedono. Costruita la superficie pseudosferica (a curva- 
tura costante negativa) e definite le geodetiche parallele, Beltrami di- 
mostrò che da un punto della pseudosfera si possono condurre due 
geodetiche parallele ad una data. Da ciò si deduce l’ indipendenza lo- 
gica del postulato da tutte le proposizioni che vengono prima. Di fatto, 
diciamo punto un punto della pseudosfera, retta una geodetica ; valgono 
allora per questi punti e queste rette le proposizioni che precedono la 
teoria delle parallele. Supponiamo di più che si sia data una dimo- 
strazione del postulato della parallela unica nel piano, dimostrazione 
non dipendente che dal complesso delle dette proposizioni e dalla de- 
finizione di rette parallele. Trasportando questa dimostrazione sulla pseu- 
dosfera nessun mutamento sì dovrebbe fare ed allora si dovrebbe con- 
chiudere che da un punto si può condurre una sola geodetica parallela 
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ad una data. Ma noi sappiamo, per le altre proprietà della pseudosfera, 


che se ne possono condurre due, dunque nella pretesa dimostrazione 


dev’ esserci qualche errore logico, qualche proposizione si é aggiunta 
inconsapevolmente al gruppo delle proposizioni che precedono la teoria 
delle parallele. 


Questa osservazione può considerarsi come il germe da cui nascono 


le ricerche di Hilbert. 
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8. Il sistema di Hilbert. “ Noi pensiamo tre diversi sistemi di cose: 
le cose del primo sistema le chiamiamo punti (A, B, C,...), quelle del 
secondo sistema rette (a, b, c,...) e quelle del terzo sistema piani 
(&, 3, {,....). Queste cose le pensiamo in certe loro reciproche relazioni 
che descriveremo mediante gli assiomi della geometria. 

Assiomi del 1.° gruppo (della connessione) 

“1; 1. Due punti distinti A, B determinano sempre una retta a. I; 
2. due punti diversi quasiansi di una retta determinano questa retta. 
I; 3. Su una retta vi sono sempre due punti almeno, in un piano 
vi sono sempre almeno tre punti non in linea retta. I; 4. Tre punti 
non in linea retta A, B, C. determinano sempre un piano «. I; 5. tre 
punti qualunque di un piano, non in linea retta, determinano il piano. 
I; 6. Se due punti A, B di una retta a stanno su un piano 4, ogni 
punto di a sta sul piano «. I; 7. Se due piani «, f hanno un punto 
comune, avranno almeno ancora un altro punto comune. I; 8. Vi sono 
almeno quattro punti non giacenti in un piano. 

Assiomi del 2.° gruppo (dell’ ordine) 

“ II; 1. Se A, B, C sono punti di una retta, e B si trova fra A e C, 
B si trova -C ed A. II; 2. Se A e C sono due punti di una retta, vi è 
sempre almeno un punto B fra A e C ed almeno un punto D tale 
che C è fra A e D. II; 3. Fra tre punti di una retta, uno è sempre 
fra gli altri due. II; 4. Se una retta passa per un punto di un lato 
di un triangolo e non per vertice, taglia uno degli altri due (postulato 
di Pasch). 

3.° gruppo degli assiomi (della congruenza). 

“III ; 1. Se A, B sono due punti di una retta a ed A’ un punto 
della stessa a o di un’altra retta a’, si può da una data banda di a, 
a cominciare da A' trovare un solo punto B' tale che il segmento A 


‘ B sia congruo od uguale ad A'B'(AB= A'B'). Ogni segmento è eguale 


a sè stesso (AB= AB ed AB= BA). II; 2. Due segmenti uguali ad un 
2 
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terzo sono eguali fra di loro. II; 3. Se AB e BC sono su una retta a 
e non hanno altri punti comuni che B; .1°B’, B'C' due segmenti della 
stessa o di un’altra retta a' allo stesso modo e se AB = A'B’, BC=BC 
“ sarà anche AC= AC. Gli stessi assiomi enunciati per gli angoli [II 4 
“e 5). E finalmente: III ; 6. Se per due triangoli ABC, A BC hanno luogo 
“le congruenze: AB => A'B’, AC = A'C'’, e BAC = B'A'C, si avranno anche 
“le congruenze; ABC = A BC, ACB= AC B. 

“4. gruppo (assioma delle parallele). IV. Da un punto A fuori di 
una retta a sì può condurre una sola retta che non incontra a. 

5.° gruppo (della continuità). 

“ V; 1. Sia A: un punto qualunque di una retta a fra due dati punti 


“ 


“* di questa A, B; si costruiscano i punti A:, 43,.:. tali che A; sia fra A 
“ed Az, Az, fra A1, ed A3, 43 fra A» ed A4 ecc. ed in modo che AA1= 
“ Ar Ag = Az 43 = 48 A1.....; allora nella serie dei punti Ar, Az, A3..:, 
“ ve ne sarà sempre uno 4,, tale che B sia fra A ed A, (Assioma di 
“ Archimede). V; e. Gli elementi (punti, rette, piani) costituiscono un siì- 
“ stema di cose che non è più estendibile se si mantengono fermi tuttì 
“ gli assiomi I-IV e Vi, cioè al sistema dei punti, rette e piani non è 
“ possibile aggiungere un altro sistema di cose, in modo che per il si- 
“ stema così esteso valga il complesso dei detti assiomi , (Hilbert “ Grund- 
_« lagen des geometrie , cap. 1°) 

9. Dimostrazione della condizione di compatibilità. (Hilbert op. cit. 
cap. 2° $ 9). Consideriamo il campo di razionalità £ costituito dai nu- 
meri algebrici che sì ottengono partendo da 1 ed eseguendo addizioni, 
sottrazioni, divisioni ed operazioni della specie V1+w? ove © è sempre 
un numero già ottenuto in operazioni precedenti. Chiameremo punto 
una coppìa di numeri del campo € e retta i rapporti (u: v: w) di tre 
numeri qualunque di 2, con u e v non entrambi nulli. Diremo che il 
punto (x, y) sta sulla retta (u, v, w) quando si verifica |’ equazione 
cru+vy+w=o. Si definisce così una parte della geometria analitica 
cartesiana (le rette edi punti sono rette e punti speciali) per cui si ve- 
rificano, come dimostra Hilbert, tutti gli assiomi piani I-V; 1 (opportu- 
namente definiti l’ ordine e la congruenza). Ora, ogni contraddizione fra 
risultati dedotti da questi assiomi si tradurrebbe nell’aritmetica del 
campo &; ma l’aritmetica del campo £, ed in generale l’ aritmetica del 
campo reale è costruita con un sistema di assiomi fra di loro compa- 
tibili (Cfr. Hilbert; “ Vortrige uber den Zahlbegriff; Ber. der deutschen 
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Math-Vereinigung 1900 ed inoltre i lavori della scuola di Peano e spe- 
cialmente: A Padoa: “ Conferenze tenute nella R. Università di Roma 
nell’ anno 1900), dunque anche il sistema degli assiomi I-V; 1 non può 
dar luogo a contraddizioni. 

Estendiamo il campo € in modo da avere il campo di razionalità 
costituito da tutti i numeri reali; 1’ estensione corrispondente del siste- 
ma di punti, rette, piani ci dà una geometria che coincide con la co- 
mune geometria cartesiana, la quale non si può più estendere senza 
che venga meno qualcuno degli assiomi I-V. Ogni contraddizione di- 
pendente dagli assiomi I-V si tradurrebbe in una contraddizione nella 
aritmetica de] campo reale; dunque tutti gli assiomi I-V sono com- 
patibili. 

10. La quistione dell’indipendenza degli assiomi. (Hilbert, op. cit. 
Cap. 2.° $ 10, 11 e 12). L’ assioma IV delle parallele è, come sappiamo, 
indipendente dai precedenti. Importantissimi sono i risultati di Hilbert 
sugli assiomi della congruenza e sull’ assioma di Archimede. Hilbert è 
riuscito a dimostrare che l’ assioma III ; s (proposizione IV del 1.° libro 
di Euclide) non si può .dedurre dagli assiomi I, II, II; 1-5, IV e V. La- 
sciando inalterato il concetto di punto, retta e piano in senso cartesiano, 
ed anche il concetto di angolo, modifica solo la definizione della egua- 
glianza. Dati due punti Ai (x1 Yi z1) ed Az (x: Ya 22) definisce la di- 
stanza di essi, non come il valore assoluto di V(x;-x3)? + (41-49)? + (z1-29)?, 
ma come il valore assoluto di V(x;-x, + y1-Ya)? + (41-42)? + (21-22)? Ciò sta- 
bilisce un senso determinato (ma diverso dal comune) in cui due di- 
stanze Ai A:, A1 Az sono eguali. Ebbene si dimostra che in questa nuo- 
va geometria non vale il teorema IV del 1° libro di Euclide, o assioma 
III ; s, pur valendo tutti gli altri. 

La funzione del postulato di Archimede nella costruzione della geo- 
metria é stata messa in luce per la prima volta da Stolz; in seguito il 
Veronese (Fondamenti di Geometria.) tentò dì costruire una geometria 
tndipendente dal postulato di Archimede, ma i suoi sviluppi sono molto 
complicati (Cfr. Veronese: “ Il continuo rettilineo e l'assioma V di Ar- 
chimede , Atti Acc. Lincei 1889 e 7. Levi-Civita: “ Sugl' infiniti ed infi- 
nitissimi attuali , Rend. Ist. Veneto 1892-93). Con una costruzione ana- 
loga a quella della geometria del campo £ ($ 9) Hilbert è riuscito a 
porre nettamente in chiaro l’ indipendenza del postulato di Archimede 
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dagli altri assiomi ed ha costruita col fatto una geometria non Arch, 
medea. | 

Sia t una variabile: operiamo su / con Ie operazioni di addizione 
sottrazione, moltiplicazione, divisione ed operazione [V1+w?] ove @° è 
un’ espressione già ottenuta precedentemente; si avrà un campo £ (1) 
di funzioni reali, univoche di # ed algebriche. Una funzione c di questo 
campo si annulla per un numero finito di valori di f, e per valori ab- 
bastanza grandi di t diventa sempre positiva e sempre negativa. Si con- 
sideri ora il campo £ (tf) come un campo di numeri: complessi ; le re- 
gole di calcolo restano tutte valide. Si può stabilire poi il concetto di 
ordine sul seguente modo. Se a, db sono due numeri del campo £ (t), 
cioè due di quelle funzioni di t, si dirà a »: b, quando la funzione 
c= a-b, per valori sufficientemente grandi di # e positivi, rimane sem- 
pre positiva. Analogamente si definisce a > b. 

Ripetiamo quello che s’è detto per il campo ® di numeri. Un sistema 
di tre funzioni x y 2 di £ (1) è per noi un punto ; i rapporti (u: v: w: r) 
di quattro funzioni di £ (#) con u, v, 40 non tutti nulli, ci danno un piano. 
Il punto (x, y 2) starà sul piano (u, v, ww, r) quando ur + vy+wz+r=0 
La retta sarà poi definita come l’insieme dei punti comuni a due piani. 
Estesi opportunamente ($ 9) i concetti di ordine, di segmento e di an- 
golo, sì avrà un sistema di geometria nel quale valgono tutti gli assiomi 
eccetto quello di Archimede. 

Difatti consideriamo il segmento 7 ed il segmento #; se n è un nu- 
mero intero e positivo; la differenza n-1 è una funzione di t, che appar- 
tiene al campo O (t) e si dimostra che per valori abbastanza grandi (e 
positivi) di t la differenza n-t diventa e resta < O, dunque, per le de- 
finizioni date, n < { qualunque sia n, cioè i due segmenti 7 e # hanno 
la proprietà che un qualunque multiplo n del primo è sempre minore 
del secondo t. 

$ 11. Ulteriore sviluppo del sistema di Hilbert (Op. cit. $ 13-35). Nel 
capitolo terzo dell’opera di Hilbert è svolta una teoria delle proporzioni 
in base al caso particolare del teorema di Pascal sull’esagono inscritto 
in due rette. Da questa trattazione si deduce uno speciale calcolo seg- 
mentario e poi la similitudine, dimostrando che questa può svolgersi 
indipendentemente dal postulato di Archimede. In seguito si tratta nel 
modo più generale, della teoria dell’eguaglianza e si dimostra che anche 
essa è indipendente dallo stesso postulato (distinzione dell’equivalenza 
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per eguaglianza di estensione, da quella per scomposizione; dimostra- 
zione del fatto che solo il teorema sull’equivalenza per estensione dei 
triangoli richiede l’applicazione necessaria del postulato di Archimede). 

I capitoli 5.° e 6.° sono i più importanti. Hilbert dimostra la dipen- 
denza del teorema di Desargues !) dagli assiomi della congruenza ; co- 
struisce un nuovo calcolo segmentario indipendente dagli assiomi della 
congruenza e fa vedere che esiste una geometria nella quale valgono 
tutti gli assiomi piani, ad eccezione del III 6, mentre il teorema di De- 
sargues non è valido (geometria non-desarguesiana). Un’analoga ricerca 
sul teorema di Pascal lo conduce a costruire una geometria non-pa- 
scaliana. 

Sì badì però che queste nuove seometrie, non-desarguesiana, non- 
pascaliana, come la già costruita geometria non archimedea, non sono 
proprie gcometrie, sono teorie di speciali campi di numeri complessi, 
come il campo € (t), e di speciali corrispondenti calcoli segmentarii ; 
il senso poi del termine segmento varia anch’esso da un campo all’altro. 
Dalla trattazione di tutte queste geometrie non-geometrie non nasce af- 
fatto, come a prima vista può sembrare, una costruzione perfettamente 
arbitraria. Come dalla scoverta della pseudosfera di Beltrami (la cui 
teoria è pura analisi) si dedusse l’ indipendenza del postulato di Euclide, 
così dalle teorie analitiche dei varii campi di numeri complessi con- 
siderati da Hilbert si trae la risoluzione della quistione generale del- 
l’indipendenza reciproca degli assiomi del sistema completo. Si scovre 
così il più intimo legame fra le varie proposizioni fondamentali ; p. e. 
che la teoria dell’ equivalenza è indipendente dal postulato di Archi- 
mede, che il teorema di Desargues non si può dimostrare nel piano se 
non si ammette la proposizione IV del 1.° libro di Euclide; che questa 
proposizione è indipendente dagli assiomi precedenti ecc. 

$ 12. Importanza del problema di Hilbert. L’opera fondamentale di 
Hilbert segna l’inizio di tutta una serie di ricerche sui principii della 
seometria (Cfr: le ultime annate, dal 1900 in poi dei “ Mathematische 
Annalen , e dei “ Berichte der deutschen Mathematiker-Vereinigung ,). 
Però, con questo non è risoluta la quistione del carattere della conoscenza 
matematica; resta sempre aperta la discussione fra intuizionisti e no- 


1) “ Se due triangoli hanno i lati corrispondenti paralleli, le congiungenti delle 
coppie di vertici omologhi passano per un punto ,,. 
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minalisti. (Polemica Poincaré-Russel-Contural; polemica Russel-Haldane). 
La tesi intuizionistica del Poincaré ha avuto propugnatori come Borel 
ed Hadamard (Revue du mois 1914); la tesi nominalistica è difesa spe- 
cialmente dai logici matematici e si va accentuando sempre di più. Siamo 
molto lontani dalle famose discussioni fra 1’ idealista e l’empirismo di 
Du Bois-Reymond ; un terzo interlocutore è intervenuto nel dibattito : 
il logico-matematico, che tende sempre più a prendere il sopravvento. 
Intanto notiamo che le ricerche di Hilbert sembrano portare nuovi ele- 
menti alla tesi nominalistica; con il sistema completo la costruzione ma- 
tematica prende la veste di teoria analitica: gli elementi che si costrui- 
scono sono definìti dal sistema completo (definizione per astrazione dei 
logici matematici) e tutto il resto è pura costruzione logica, analitica. 
Ma si tratta di sola apparenza. La sintesi non è solo nelle varie costru- 
zioni della geometria non archimedea, non-pascaliana ecc., ma s’infiltra 
persino nello stesso sistema completo. Di fatti c'è l'assioma V: nel quale 
si ammette che il sistema di cose di cui si tratta non si può più oltre 
estendere. Gli assiomi I-V;: definiscono il sistema in modo che nessun 
altro si possa confondere con esso ; ciò non ostante c’è bisogno di un’ag- 
giunta per costruire la teoria e quest’ aggiunta (postulato nel senso da 
noì ammesso) è proprio necessaria, altrimenti non si può risolvere la 
questione dell’indipendenza degli assiomi. 

Di più, per dimostrare che gli assiomi sono compatibili ed indipen- 
denti, quelle tali cose (rette, punti, piani) si débbono prima interpetrare 
in un modo, poi in un altro, poi in un altro ancora (i campi dei nu- 
meri complessi). Dunque dicendo p. e. retta non intendete un concetto 
singolo, ma. un concetto variabile, un concetto funzionale, una funzione 
alla cui variabile indipendenza date volta a volta determinati valori. In- 
somma la trattazione analitica sì riferisce non alla teoria dei concetti 
singoli di retta, punto, piano, ma ai concetti funzionali; quando da que- 
sti sì passa ai concetti singoli la teoria diventa sintetica. Per esempio, 
quando si passa dal piano, che è un sistema di numeri (e che quindi 
può essere quella qualsiasi cosa determinabile con quel sistema di nu- 
meri) al piano come concetto singolo, al piano propriamente detto, si 
osserva che questo è completamente caratterizzato dagli assiomi I 1-6 
ed allora l’assioma I; 7 è un'aggiunta, è un postulato nel senso da uoi 
determinato. Quando si parla della retta, concetto singolo, cioè della retta 


“ 
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qual’è data dall’intuizione, non s'intende mica una funzione, p. e. x, 
ma un determinato valore a?. 

La conchiusione è questa: per costruire le teorie dei concetti sin- 
goli geometrici, non basta determinarli in modo che non possano con- 
fondersi con altri concetti singoli, ma sono necessarie le aggiunte, i 
postulati. Il passaggio dai concetti singoli ai concetti funzionali e la teoria 
analitica corrispondente è il mezzo per dimostrare che quelle aggiunte 
sono necessarie (indipendenza degli assiomi). Ed é questo il gran pro- 
gresso fatto nella trattazione dei fondamenti della geometria. Le ricerche 
di Hilbert e dei suoi seguaci, anzichè distruggere la tesi che la cono- 
scenza matematica è sintetica, portano invece nuovi ed importanti elementi 
tecnici per la conferma della tesi stessa. Questo è il valore filosofico del- 
l'opera di Hilbert. 


II. 
I FONDAMENTI DELL’ARITMETICA. 


13. Dedekind ed i fondamenti dell’aritmetica. Il primo studio cri- 
tico sul concetto di numero intero è dovuto a Dedekind (* Was sind 
und was sollen di Zahleu , 1887). Il sistema completo, nella forma da- 
tagli da Peano (“ Arithmetices Principia, Torino, 1889) è così co- 
stituito : 

Concetti primitivi: O (zero); No (numero Intero); a + (succes- 
sivo di a). 

Postulati: 1.° Zero è un numero; 2.° se a è un numero, anche il 
successivo è un numero; 3.° I successivi di due numerì eguali sono 
eguali; 4.° Il successivo di un numero non è mai zero; 5.° Principio di 
induzione completa. 

Dedekind determinò il vero ufficio del principio d’ induzione nei 
fondamenti dell’aritmetica; Peano poi dimostrò effettivamente tutte le 
proprietà formali delle operazioni su numeri interi con il principio di 
induzione. (Cfr. anche il formulario di matematica nelle varie sue edi- 
zioni). 

14. [fondamenti dell’ aritmetica nella logica-matematica e nella teoria 
degl’ insiemi. L’ imponente produzione delle varie scuole di logica ma- 
tematica e gli sviluppi della teoria degl’insiemi hanno portato un no- 
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tevolissimo contributo negli studi sui principii della matematica. Non 
potendo entrare nei particolari ci limitiamo a prendere le conchiusioni 
finali. La logica matematica ha contribuito alla sistemazione attuale dei 
principii della matematica, anche se talvolta ha portato nelle ricerche 
uno spirito di eccessiva sottigliezza. Ora le teorie dei numeri interi, fra- 
zionari, negativi, irrazionali hanno assunta una forma analitica perfetta. 
S’ intende bene che nessun contributo poteva attendersi nella grande 
quistione della continuità. È una stranissima illusione il credere che 
con quattro simboli si possa risolvere il problema della natura della 
conoscenza matematica. 

Portata ben più grande hanno le ricerche sulla teoria degl’ insiemi, 
naturale prosecuzione degli studii critici sui fondamenti del calcolo infi- 
nitesimale. Già Riemann e Weierstrass avevano trovate delle funzioni 
continue senza derivata in alcun punto, funzioni strane che di continuo 
non hanno che il nome. Qui il conflitto fra l’ intuizione ed il puro con- 
cetto è stridente: l'intuizione presenta il suo continuo come tratto di 
curva analogo ad un arco di circonferenza, o come la totalità dei punti 
di un segmento; interviene l’ analisi e fa vedere che pur conservando 
una delle proprietà caratteristiche della contiuuità si possono costruire 
funzioni che rappresentate graficamente ci danno qualche cosa dì molto 
diverso del continuo presentato dall’ intuizione. Insomma i varii conti- 
nui analizzabili finiscono col presentarsi come pseudo-continui. Questa 
analisi della continuità è stata proseguita nella teoria degl’insiemi e le 
ultime ricerche di Zorelti (Acta Mathematica 1912) dimostrano quali 
insuperabili difficolta si presentano quando si voglia costruire il con- 
cetto di lunghezza di una curva in modo che corrisponda al fatto del- 
l’ intuizione. 

La teoria sistematica degl’ insiemi, iniziata da Cantor si è svolta 
ultimamente in due direzioni diverse: 1.° Studio degl’ insiemi dal punto 
di vista formale (varie specie di transfiniti, costruzione analitica della 
teoria, postulato di Zermelo ecc.); 2.° Applicazione della teoria degli 
insiemi alla teoria delle funzioni ed allo studio dei fondamenti del cal- 
colo infinitesimale. È in questa seconda direzione che si sono avuti i 
progressi più notevoli (estensione di un insieme, lavori di Jordan, Bo- 
rel, Zoretti, Baire; ricerche di Lesbesgue sugl’ integrali ecc. 

Prendiamo in blocco tutti i risultati della teoria degl’ insiemi: cosa 
ci dimostrano ? Che il concetto così semplice di fotalità dei punti di 
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un segmento non può mai analizzarsi compiutamente; qualunque sia 
la costruzione analitica del continuo, vi saranno sempre dei continui 
che sfuggono, che si presentano all’intuizione come non continui (es: 
curve di Jordan, curve di Peano e simili). Bisognerà ripudiare l’ intui- 
zione ? Così hanno sentenziato molti, ma a torto. L’ impotenza a co- 
struire compiutamente il concetto del continuo è dell’ analisi, non è 
dell’ intuizione. L’intuizione vi presenta il continuo come totalità dei 
punti di un segmento o di un arco di curva descrivibile col moto con- 
tinuo di un punto; voi tentate di fare la costruzione e non arrivate 
mai ad esaurire nella vostra analisi le caratteristiche di quella totalità; 
arrivate spesso a certi pseudo-continui che sfuggono all’ intuizione, e 
poi dite che la colpa di tutto questo è dell’ intuizione!. 

Ora conchiudiamo : Tutti i progressi della teoria degl’ insiemi hanno 
questo significato filosofico : il continuo, il vero continuo è un dato del- 
l'intuizione; non è possibile una tèoria analitica di questo concetto ; 
tutti i sedicenti continui che si sono costruiti sino ad ora sono in realtà 
dei pseudo-continui. 

15. L’ osservazione fondamentale di Poincaré. Le teorie dell’aritme- 
tica e dell’ analisi si presenterebbero come teorie analitiche proprio sul 
serio, se non ci fosse la quistione del continuo. Ma anche a prescin- 
dere da questa c'è un elemento di sintesi, anche nella costruzione dei 
numeri interi. È al Poincaré (La science et l’ hypothèse, cap. 1.°) che 
si deve questa osservazione. 

Poincaré nella sua geniale interpetrazione della sintesi a priori di 
Kant ha determinato l’ ufficio del principio d’ induzione completa nella 
costruzione dei fondamenti dell’aritmetica. Il principio d’ induzione com- 
pleta, cioè il concetto di infinito matematico (quando p. e. si dice : una 
proposizione vale per n qualunque sia n) è alla base dell’ aritmetica e 
solo può apprenderci qualche cosa di nuovo (“ Sans l’ aide de cette in- 
duction la construction analytique serait impuissante à creer la science ,,) 

16. Altri elementi di sintesi. Come: nel sistema completo dei fonda- 
menti della geometria non ostante l’ apparenza puramente analitica si 
può sempre trovare l’ elemento di sintesi (nelle costruzioni necessarie 
per dimostrare i due caratteri principali della indipendenza e della com- 
patibilità), così anche nei fondamenti dell’ aritmetica. In generale, sempre 
che in una dimostrazione non si procede meccanicamente, ma si debbono 
scegliere Je nozioni precedenti da applicare, vi è sintesi. 
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L'elemento sintetico nella geometria apparisce di più ; è l insieme 
dei dati dell’ intuizione, invece l’ elemento sintetico nell’ aritmetica è un 
poco più riposto, è il principio d’induzione, è il concetto di infinito 
matematico. Questa differenza apparisce massimamento nella teoria degll 
irrazionali. Si può costruire uua teoria degl’ irrazionali nel campo arit- 
metico puro; si può dimostrare che esiste 1’ elemento di separazione 
fra due successioni convergenti di numeri razionali, costruendo oppor- 
tunamente (in modo operativo) il concetto del numero decimale illimi- 
tato. Se dalle successioni convergenti di numeri si passa alle succes- 
sioni convergenti di grandezze, p. e. i perimetri della serie di poligoni 
regolari iscritti o circoscritti ad un circolo, non si può dimostrare la 
esistenza dell’ elemento di separazione, se non aggiungendo il postulato 
della continuità (Dedekind Stetigkeit und ìrrationale Zahlen ; 1872). Ciò 
dimostra che il postulato di Dedekind è di natura essenzialmente geo- 
metrica. Possiamo senza fare appello alle grandezze costruire il con- 
cetto di irrazionale nel campo aritmetico puro, ma se vogliamo servir- 
cene in geometria dobbiamo ammettere qualche cosa che non è il con- 
cetto di infinito matematico od il principio d’ induzione. 

Conchiudiamo che anche i risultati ultimi dello studio dei fonda- 
menti dell’ aritmetica confermano la tesi che la matematica è cono- 
scenza sintetica. # 

17. Critica del sistema di Russell. Il problema della costruzione delle 
teorie matematiche e della determinazione del carattere della cono- 
scenza matematica, cioè lo studio dei principii della scienza, non intesi 
semplicemente come dati appartiene di pieno dritto alla filosofia. Dalla 
tesi empiristica di Stiart-Mil alla tesi ultra-nominalistica e formalistica 
di Bertrand Russell, molta via sì è percorsa; e se il contributo dei ma- 
tematici e dei logici matematici è stato considerevole, quello dei filosofi 
non è affatto trascurabile. 

L’ irrigidimento della tesi nominalistica conduce direttamente alle 
conchiusioni paradossali di Russell. Quando si afferma che tutte le de- 
finizloni, gli assiomi ed i postulati sono arbitrarii si deve necessaria- 
mente conchiudere che “la matematica è quella scienza nella quale non 
si sa mai di che cosa si tratti, nè se le proposizioni che sì affermano 
sono vere ,, Il voler ridurre tutte le proposizioni primitive ed i con- 
cetti primitivi della matematica a proposizioni e concetti di pura logica 
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ci porta all’ altro formidabile paradosso di Russell che “ matematica = 
logica ,. | 

Chi assume, come Russell, un attesgsiamento negativo di fronte ai 
problemi filosofici nella trattazione dei fondamenti delle matematiche, 
non può autorevolmente enunciare proposizioni generali che, riguar- 
dando l’ intima natura della conoscenza matematica, appartengono al 
campo proprio della filosofia. D'altra parte un filosofo che ignorasse 
o svalutasse a priori ì progressi tecnici fatti dai matematici e dai cultori 
di logica nello studio della quistione, rinuncierebbe con ciò stesso a 
portare un serio contributo alla sua risoluzione. 

fn questo lavoro, la tesi fondamentale della natura sintetica della 
conoscenza matematica è stata stabilita con tutti gli elementi necessari 
tratti dallo studio filosofico della quistione (cap. I) e dai progressi tec- 
nici fatti nel campo proprio della scienza. 

18. Considerazioni finali. To sviluppo e l'idea generale di questo 
saggio si collegano intimamente con alcune mie ricerche filosofiche “ su 
l’ attualità dello spirito , ora in corso di pubblicazione su la rivista 
“ Eco della cultura , Un sistema filosofico recente che s’ intitola “ idea- 
lismo attuale , (Cfr. lavori di Giovanni Gentile) riduce l’ attualità dello 
spirito al nostro pensiero attuale. La critica a tale sistema mi ha con- 
dotto ad una determinazione più precisa dell’ attualità. Senza entrare 
in particolari cercherò di spiegarmi paragonando fra di loro la risolu- 
zione del problema della natura della conoscenza matematica quale è 
data dal Gentile e qual’ è data da me nel presente lavoro. 

Dice Gentile: tre sono le forme assolute dello spirito : arte, reli- ‘ 
gione, filosofia; la matematica non è religione, non è filosofia, è dunque 
arte. E una mostruosà amplificazione del ragionamento di don Ferrante. 
Fra il processo ideale del Gentile ed il processo reale del pensiero ma- 
tematico in atto vi è un residuo irreducibile assoluto, che è il pensiero 
matematico stesso nella sua attualità, in modo che neanche il minimo 
contatto vi può essere fra il processo ideale ed il processo reale. Il fi- 
losofo si è posto fuori completamente del campo matematico e quindi 
nessun valore può avere la sua concezione, il suo processo ideale. 

Fra processi ideali e processi reali vi dev’essere un residuo redu- 
cibile, reducibile all'infinito mediante la conversione del processo ideale 
in reale e viceversa, 
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E in questa reciproca conversione (esperienza in generale; storia) 
che consiste l’attualità vera ed anche la vera unità dello spirito. Quando, 
nell'esame della quistione della natura della conoscenza matematica, si 
costruisce il processo ideale, questo deve essere sempre convertibile in 
reale, mediante il contatto costante fra la concezione della matematica 
ed il pensiero matematico vivo. Dev’essere possibile muoversi libera- 
mente ed agilmente nella storia della scienza; le opere di Hilbert, di 
Russel, di Peano non debbono presentare misteri. 

Si vedano a tal proposito le linee generali della mia dimostrazione 
della tesi che la matematica è una costruzione sintetica. Dopo aver stu- 
diata storicamente e tecnicamente la funzione delle proposizioni primitive 
e trovati gli elementi della sintesi, un ulteriore contatto con l’attualità 
del pensiero matematico, dà la conferma più sicura della tesì stessa. 
Sicchè il mio processo ideale è convertibile'in reale. La dimostrazione 
della proposizione fondamentale consiste adunque in ciò: far vedere 
che il suo significato s' inquadra in un processo ideale, convertibile in 
reale. 
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